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Abstract
In this paper a direct kinematic model of robot KUKA KR 60 JET R© is developed based on linear
transformations and using homogeneous matrices as representations of linear transformations
and validation software tool MATLAB R©. In this work teaching strategies are applied in order
to improve both student learning in the professional training process. We do this by showing
the relationship between robotic and mathematics in a meaningful learning environment as
an integration model of knowledge areas, taking an industrial application as a reference and
following the technological development and industrial global trends.
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Resumen
En el presente trabajo se desarrollo´ un modelo cinema´tico directo del robot KUKA KR 60 JET R©
partiendo de la geometr´ıa de las transformaciones lineales, usando las matrices homoge´neas como
representaciones de transformaciones lineales y MATLAB R© como herramienta computacional de
validacio´n. En este trabajo de investigacio´n se aplican estrategias de ensen˜anza a fin de mejorar
tanto el aprendizaje como el desempen˜o de los estudiantes en proceso de formacio´n profesional.
Mostrando la relacio´n directa entre la robo´tica y las matema´ticas en un entorno de aprendizaje
significativo, como modelo de integracio´n de las diversas a´reas del conocimiento, tomando como
referencia una aplicacio´n industrial y teniendo en cuenta las tendencias mundiales de desarrollo
tecnolo´gico e industrial.
Palabras y frases claves: Robo´tica, transformaciones lineales, cinema´tica directa, aplicaciones
industriales.
1 Introduccio´n
Parte del aprendizaje significativo que se presenta en este trabajo, es prove´ıdo por
la aplicacio´n del Edutainment como estrategia que busca mejorar la aprehensio´n
de conocimientos mediante el encuentro comu´n de aplicaciones que permiten su
ensen˜anza simultanea de manera dida´ctica y pra´ctica, logrando que los partici-
pantes se interesen por la ciencia, la tecnolog´ıa, la ingenier´ıa y las matema´ticas
de forma entusiasta.
Tambie´n puede decirse que por las caracter´ısticas del trabajo desarrollado, la
estrategia de ensen˜anza de aprendizaje colaborativo es asumida como tal, pues
esta busca que “los alumnos trabajen juntos para completar una tarea donde se
preocupan tanto de su aprendizaje como el de sus compan˜eros” y adema´s busca
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“el desarrollo de habilidades ba´sicas de relacio´n importantes para el desempen˜o
laboral, y que exige al alumno comprometerse con su propio aprendizaje” (Benito
y Cruz, 2005)[1].
Con base en las estrategias anteriores, el presente trabajo desarrolla un modelo
cinema´tico directo del robot KUKA KR 60 JET R© con seis grados de libertad,
el cual posee una amplia area de trabajo y es usado por compan˜´ıas dedicadas a
las aplicaciones industriales de gran precisio´n, l´ıneas de montaje y produccio´n.
Para lograr el modelo matema´tico que describe el comportamiento cinema´tico del
brazo robo´tico, se hace uso de las transformaciones lineales de dimensio´n finita
y la geometr´ıa asociada a las mismas, as´ı como de la herramienta computacional
MATLAB R©. Finalmente se espera encontrar la localizacio´n final de dicho brazo
previa introduccio´n de las coordenadas articulares.
2 Conceptos generales
2.1 Edutainment
Edutainment es un novedoso te´rmino usado para describir la combinacio´n de Edu-
cation y Entertainment, ma´s conocido como “learning through playing” y su prin-
cipal propo´sito es la educacio´n. Se destaca ampliamente ya que una forma de en-
tretenimiento so´lo facilita y hace el proceso ma´s atractivo para los estudiantes[2].
Rapeepisarn [3] define el edutainment como “El acto de aprender en gran medida
a trave´s de cualquiera de los medios y objetos de comunicacio´n”. El desarrollo
del entorno de entretenimiento educativo permite tambie´n poner en pra´ctica las
innovaciones tecnolo´gicas en la educacio´n [4]. Es una herramienta altamente efec-
tiva en la promocio´n del conocimiento y habilidades. Existen muchos informes de
evaluacio´n en el mundo que confirman estos los resultados de estos programas,
ya que facilitan y desarrollan el proceso de la educacio´n y dan lugar a un cambio
social [5].
Dentro de los campos mas fe´rtiles para la aplicacio´n del Edutainment podemos
encontrar la robo´tica y la educacio´n en ingenier´ıa, ya que se presenta la necesidad
de integracio´n de la meca´nica, la electro´nica y la informa´tica, esto le permite a los
estudiantes comprobar los resultados y corregir posibles errores. Como resultado,
los estudiantes aprenden de forma natural a construir el sistema y conocen con
ma´s propiedad su funcionamiento [5]. La experiencia creada en el desarrollo de las
actividades ha permitido a los estudiantes construir sus propios conocimientos y
no recibirlo ya construido. No obstante, la construccio´n es guiada, y ha permitido
la exploracio´n adecuada de puntos de vista que facilitan el ana´lisis de situaciones
reales y probables en la industria.
El intere´s de estudiantes y cient´ıficos por solucionar inquietudes que se pre-
sentan a diario en la sociedad, hace pertinente la propuesta de integrar la robo´tica
en la educacio´n, por esto se ha considerado como una herramienta de gran va-
lor para desarrollar las habilidades de los estudiantes mediante la experiencia de
pruebas iterativas [6].
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En concordancia, integrar la robo´tica, en la ensen˜anza del a´lgebra lineal y
dibujo de maquinas, llega a ser un me´todo pra´ctico y u´til para alcanzar resultados
ma´s creativos. Cabe resaltar, por ejemplo, el trabajo realizado por la compan˜´ıa
danesa LEGO, quienes han motivado a varias generaciones con la produccio´n
de juegos de construccio´n interactivos, mediante los cuales han revolucionado
la forma de aprender nuevos conceptos de forma entretenida y menos compleja.
En la figura 1 se observa el LEGO MINDSTORM R© que es un Droid Developer
Kit[7], el cual ofrece todo lo necesario para armar un robot. Actualmente es
aplicado con gran exito en actividades que integran la Universidad Industrial de
Santander en Colaboracio´n con la Universidad Carlos III de Madrid y asesorado
por el Profesor Julio Villena Ramo´n, desarrollando cursos de aprendizaje de la
robotica educativa aplicada a la ingenieria [8].
Figura 1: Lego Mindstorm [7], [8]
Teniendo en cuenta los factores anteriormente mencionados se busca llevar
estos conceptos a la pra´ctica industrial es por esto que para nuestro caso se
ha enfocado el Edutainment como herramienta para pra´ctica del conocimiento
adquirido en robo´tica, a´lgebra lineal y dibujo de maquinas llevando del entorno
acade´mico las aplicaciones de la ingenier´ıa [9] a un entorno pra´ctico y compartido
de aprendizaje basado en el aprender haciendo.
Adema´s de las heur´ısticas mencionadas anteriormente se plantea el uso apli-
cado de las tecnolog´ıas de la informacio´n como medio para transmitir y conducir
el conocimiento. El brazo robo´tico se construyo mediante el uso del software
CAD (Computer-Aided Design, Disen˜o asistido por computador) Solidworks R©,
teniendo en cuenta las especificaciones del fabricante y siguiendo los lineamientos
de ingenier´ıa que nos permiten entender el funcionamiento ba´sico del mismo. El
trabajo de simulacio´n ha sido realizado usando MATLAB R©.
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2.2 Representacio´n matricial del movimiento en el espacio
Las transformaciones lineales pueden asumirse como mapeos de particular impor-
tancia en el estudio del a´lgebra lineal y sus aplicaciones. Dichas transformaciones
se realizan entre espacios vectoriales que conservan la suma y la multiplicacio´n
vectorial por un escalar. Cualquier transformacio´n lineal T entre espacios vecto-
riales de dimensio´n finita admite una representacio´n matricial AT. En caso de ser
AT invertible, entonces T puede ser escrita como una sucesio´n o composicio´n de
una o ma´s transformaciones especiales, conocidas como expansiones, compresio-
nes, reflexiones, rotaciones y cortes.
2.3 Matriz de transformacio´n homoge´nea
Para la representacio´n de la posicio´n de un objeto en el espacio existen diversos
me´todos, tales como: Coordenadas cartesianas, polares y esfe´ricas entre otros.
Me´todos como las Matrices de rotacio´n, cuaternios, a´ngulos de Euler, se usan
para la representacion unicamente de orientaciones. Sin embargo para la repre-
sentacion de la Localizacion (posicio´n y orientacio´n) se´ utilizan las matrices de
transformacio´n homoge´neas, ya que permiten la representacio´n conjunta de posi-
cio´n y orientacio´n [10].El me´todo empleado para desarrollar el modelo cinema´tico
directo en este trabajo es e´ste u´ltimo, el cual se define a continuacio´n.
Matrices homoge´neas
Una matriz de transformacio´n homoge´nea se define como un arreglo rectangular
de dimensio´n 4x4 como se observa en la figura 2, el cual representa la transfor-
macio´n de un vector de coordenadas homoge´neas de un sistema de coordenadas
a otro [11].Estas matrices permiten representar la posicio´n y la orientacio´n de un
so´lido en el espacio al mismo tiempo a trave´s de rotaciones, traslaciones, escalas
y perspectivas. En general, dichas matrices son representaciones de transforma-
ciones lineales (ver figura 2).
Figura 2: Composicio´n de la Matriz Homoge´nea
R(3x3) Corresponde a una matriz de tres filas por tres columnas que repre-
senta rotacio´n.
T(3x1) Corresponde a un Vector columna que representa translacio´n.
P(1x3) Corresponde a un Vector fila que representa la perspectiva.
E(1x1) Corresponde a un escalar que representa la escala de la transforma-
cio´n. Para el presente caso P=[0,0,0] y E=1.
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Matrices homoge´neas principales
Un movimiento en el espacio se representa por una serie de rotaciones y trans-
laciones, tal y como se describe en las figuras 3 y 4, respectivamente. Dichas
rotaciones y translaciones, se pueden representar como una multiplicacio´n de
matrices homoge´neas.
Figura 3: Matrices Homogeneas, Rotacion entorno al eje Z y entorno al el eje Y, respec-
tivamente
Figura 4: Matrices Homogeneas, Rotacion en el eje X y Matriz Traslacio´n Px,Py,Pz
respectivamente
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2.4 Cinema´tica directa
La cinema´tica directa corresponde a la determinacio´n de la localizacion (posicio´n
y orientacio´n) del extremo del robot, con respecto a un sistema de coordenadas
que se toma como referencia, conocidos los valores de las articulacionesy los pa-
rametros geometricos de los elementos del robot [10]. En este modelo se conocen
los grados de libertad del robot y se desea encontrar la posicio´n final del extremo
del robot apartir de las posiciones angulares, as´ı como se describe en la figura 5.
Para encontrar el modelo cinema´tico directo se utiliza el me´todo de matrices de
transformacio´n homoge´neas, el cual consiste en realizar los movimientos necesa-
rios desde la base fija hasta la herramienta, para cada movimiento se obtienen
las matrices homoge´neas y el resultado final es el producto de las matrices.
Figura 5: Cinema´tica Directa
2.5 Modelamiento del robot
Para la etapa de modelamiento del Robot se desarrollaron modelos CAD (Computer-
Aided Design, Disen˜o asistido por computador), y modelos matema´ticos para la
cinema´tica del manipulador KUKA KR 60 JET R© que se presentan ma´s adelante.
Modelo CAD
En la figura 6 se presenta el modelo CAD del Robot KUKA KR 60 JET R© elabo-
rado en Solidworks R©, basados en el planteamiento del modelo cinematico corres-
pondiente y los conocimientos ba´sicos obtenidos de las especificaciones te´cnicas
proporcionadas por el fabricante. Dichos modelos fueron desarrollados en el curso
de dibujo de Maquinas.
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Figura 6: Modelo CAD del Robot KUKA KR 60 JET R©
3 Modelamiento matema´tico para la cinema´tica directa
El modelo cinema´tico del brazo esta´ basado en el uso de Matrices de Tranforma-
cio´n Homoge´nea para tal fin se ubican los sistemas coordenados segu´n la conven-
cio´n propuesta por Archila et al, 2008 [12] y apoyada en uso de los pasos 1,2 y 3
del algoritmo de Denavit- Hartenberg [13], para la numeracio´n y localizacio´n de
los eslabones y ejes de cada aritculacio´n. La convencio´n adoptada es la siguiente:
Por medio de la geometr´ıa de las transformaciones lineales de dimensio´n fini-
ta se describe la posicio´n de los diferentes elementos del robot en funcio´n de las
rotaciones de sus grados de libertad. Para el modelo se ha adoptado el ana´lisis del
robot con 5 (Cinco) grados de libertad rotacionales y 1 (Un) grado de libertad
prisma´tico,para un total de 6 (seis). Las trasformaciones lineales se representara´n
por medio de matrices de traslacio´n y rotacio´n, donde se describira´n las traslacio-
nes realizadas sobre los segmentos y las rotaciones en torno a los ejes de referencia
X, Y, y Z, respectivamente. A Continuacion se describen las matrices de trasfor-
macion lineal segu´n el modelo presentado por Barrientos para el modelamiento
de operaciones con el fin de describir los movimientos del robot.
Figura 7: Matrices de Trasformaciones Lineales
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Para dar inicio al ana´lisis del modelo cinema´tico del robot se establece una
cadena cinema´tica abierta, debido a que existe una u´nica secuencia de articulacio-
nes, conectando los puntos inicial y final de los eslabones de la cadena (Siciliano
et al, 2009, [14]).
Tambie´n es necesario establecer los ejes de referencia sobre los cuales se ini-
ciara´ el ana´lisis de los movimientos, a dichos movimientos se les ha asignado una
notacio´n especifica con respecto al marco de referencia ilustrado en la figura 8.
Adema´s de esto se han fijado los puntos de referencia P0 (Punto Medio del so-
porte), P1, P2, P3 y P4, y las longitudes A1, L1, L2 y L3 para los segmentos del
robot.
Tomando las recomendaciones de Veslin et al, 2007 [15] , el conjunto de ecua-
ciones presentadas a continuacio´n describe detalladamente las trasformaciones
realizadas desde el puntos inicial Po en la base de soporte hasta los puntos P1,
P2, P3 y P4, modelando el movimiento desde el punto inicial hasta cada uno de
los segmentos a manera de transformaciones lineales (T).
Figura 8: Sistemas de Referencia para el robot KUKA KR 60 JET R©
La convencio´n propuesta busca definir todas las rotaciones de las articulacio-
nes positivas cuando el sentido de giro cumpla con la convencio´n de dextro´giro,
las traslaciones siempre sobre el eje x y y en sentido positivo.
Los movimientos generados para ir de un sistema de referencia a otro, repre-
sentados matema´ticamente por matrices de transformacio´n, se realizan de forma
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tal que muestren la geometr´ıa particular del robot [15]. Se realizo´ una simplifica-
cio´n en las dimensiones del robot, como la exclusio´n de la distancia lateral entre
brazos. Dicha simplificacio´n se considero´ necesaria para reducir la complejidad
de las transformaciones y no afectan el comportamiento espacial del modelo que
se observa en la figura 9. El modelo cinema´tico completo es presentado en la
ecuaciones 1 a 6, teniendo en cuenta los lineamientos y la notacio´n propuesta por
Siciliano [14].
Figura 9: Sistemas de Referencia y transformaciones para el robot KUKA KR 60 JET R©
T 01 (A1) = A
0
1(X0, A1) (1)
T 12 (α1, L1) = Rx(X1, α1) • Tx(X1, L1) (2)
T 23 (α2, β1, L2) = Rx(X2, α2) •Ry(Y2, β1) • Ty(Y2, L2) (3)
T 34 (α3, L3) = Rx(X3, α3) • Ty(Y3, L3) (4)
T 45 (β2) = Ry(Y4, β2) (5)
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T 05 (q) = T
0
1 • T
1
2 • T
2
3 • T
3
4 • T
4
5 (6)
4 Modelo computacional para validar el modelo cinema´tico directo
El modelo planteado anteriormente se implemento´ en MATLAB R©, buscando ob-
tener un ana´lisis grafico ma´s exacto a partir de los valores ingresados y conocer
los movimientos teniendo en cuenta los a´ngulos que restringen el movimiento de
las articulaciones, observadas en el tabla 1. Las graficas obtenidas se realizaron
con ca´lculos usando las dimensiones reales del robot relacionadas en la tabla. 2.
En la validacio´n de este modelo se dan como datos de entrada posiciones
angulares para cada articulacio´n y se obtienen las posiciones del elemento terminal
o herramienta. Ver Figura 8.
A´ngulos de rotacio´n limitados por Software
Variable A´ngular Valor
α 1 0≤ 180◦
α 2 +150◦≤-120◦
β 1 350 ◦
α 3 119 ◦
β 2 350 ◦
Cuadro 1: A´ngulos de Rotacio´n - Fuente: KUKA KR 60, JET R© DataSheet
Longitud de las Secciones del Robot
Seccio´n Dimension
A1 0 ≤ Taman˜o del Riel
L1 85 cm
L2 125 cm
L3 32 cm
Cuadro 2: Longitud de las Secciones - Fuente: KUKA KR 60, JET R© DataSheet
En las figuras 10 y 11 se ilustra la localizacio´n obtenida en la herramienta del
robot, despue´s de ingresar los datos correspondientes de longitud de los segmentos
y a´ngulos de rotacio´n de las articulaciones. En color rojo se observa la ubicacion
del sistema de coordenadas inicial Xo sobre el cua´l se realiza el calculo de la
Lozalizacio´n. En la Figura 10 se observa una traslacio´n del robot sobre el riel
de desplazamiento, descrito en el modelo como una traslacio´n de dimensio´n A1
sobre el eje de coordenadas Xo ubicado como se describe en la seccio´n 3.
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En la figura 11 se ilustra el area de trabajo del robot KUKA KR 60 JET R©,
obtenida mediante la insercio´n de los datos correspondientes a las dimensiones,
reestricciones angulares y desplazamiento maximo relacionados en el DataSheet
del robot.
Figura 10: Simulacio´n espacial en MATLAB R©
Figura 11: A´rea de trabajo del robot KUKA KR 60 JET R©
Modelos similares
El modelo planteado anteriormente se uso´ para la determinacio´n de la cinematica
directa del Robot KUKA KR 60 JET R©. Sin embargo durante el desarrollo de las
actividades propias se construyeron modelos CAD y se realizaron ana´lisis simi-
lares para algunas de las diferentes l´ıneas de robots industriales de la Compan˜´ıa
KUKA Robotics.
El modelo propuesto es aplicable a los robots de la linea KR, teniendo en
cuenta las especificaciones individuales de cada sistema. La localizacio´n de la
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herramienta en Robots como el KUKA KR 30 JET R©, el KUKA KR 5 sixx
R650 R©, el KUKA KR 16/L6 R©, KUKA KR 5 SCARA 550 R© y KUKA KR 150
K R©, ilustrados en la figura 12, entre otros, puede ser obtenida bajo el mismo
principio. En este art´ıculo se describe detalladamente el uso del modelo para el
robot KUKA KR 60 JET R© ya que es el objetivo del presente art´ıculo.
Figura 12: L´ınea KR 5 SCARA 550 y L´ınea KR 150 K, respectivamente
5 Resultados pedago´gicos
En este trabajo de investigacio´n se utilizo una estrategia educativa basada en
Edutainmet, con el fin de encontrar solucio´n a un problema o proyecto de aula
aplicado a la ingenier´ıa y planteado por el profesor. Se busco´ con esta metodolog´ıa
mejorar tanto el aprendizaje como el desenvolvimiento de los estudiantes en su
proceso de formacio´n, logrando experiencias significativas, como resultado de las
mismas se obtuvo un 52% de aprobacio´n del curso, donde los valores normales de
aprobacio´n corresponden a un porcentaje entre 25% y 30% respecto a semestres
anteriores. como se aprecia en la figura 13.
6 Conclusiones
El trabajo realizado permitio´ a los estudiantes conocer ma´s profundamente el
funcionamiento de robots industriales antropomo´rficos, de esta manera se pre-
sentaron refuerzos en los conocimientos en aspectos de ubicacio´n espacial, tales
como ortogonalidad, reorientacio´n de ejes de simetr´ıa, traslaciones y rotaciones
con respecto a ejes de posicio´n variable.
Tambie´n se presento´ una asimilacio´n espacial ma´s ra´pida del comportamiento
y el funcionamiento de las transformaciones lineales, teniendo en cuenta el com-
portamiento vectorial de las mismas que le permitira´ al estudiante aprender el
concepto ba´sico de modelamiento matema´tico aplicable a diferentes feno´menos
f´ısicos presentes en la industria.
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Figura 13: Proporcio´n de Aprobaciones en los u´ltimos semestres
Es notorio el desarrollo de los modelos CAD en SolidWorks R©, ya que fueron
construidos desde cero basados en los Datasheet de los robots, esto permitio´ inda-
gar ba´sicamente el funcionamiento de algunas partes del robot y de esta manera
enfatizar conceptos ba´sicos de ingenier´ıa necesarios para la construccio´n del ma-
nipulador. Tambie´n los estudiantes adquirieron habilidades en modelamiento y
simulacio´n.
El aumento en el Porcentaje de alumnos que aprobaron el curso de A´lgebra
Lineal se muestra como uno de los grandes logros de esta estrategia, ya que
casi se duplica el porcentaje de aprobaciones en el primer periodo despues de la
implementacion de la estrategia.
Como introduccio´n a la fundamentacio´n de la robo´tica cabe destacar que la
cinema´tica directa es el principio de conocimiento del comportamiento espacial
de los manipuladores modernos, y establece fuertes bases conceptuales que le
permitira´ a los alumnos abordar me´todos ma´s complejos.
El uso de la herramienta computacional MATLAB R© es un gran soporte a la
labor investigativa desarrollada por los futuros profesionales.
Es destacada la interaccio´n de diferentes a´reas del conocimiento como lo son
el a´lgebra lineal, el dibujo de maquinas y la robo´tica entre otras, en medio del
proceso de ensen˜anza y aprendizaje, lo que finalmente se traduce en una riqueza
para el estudiante en formacio´n profesional.
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